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SCIENCE

Géomeétrie discréte

Jean-Marc Chassery et Isabelle Sivignon!

Le 11 avril 2021, le comité de rédaction contacte Jean-Marc Chassery pour
lui proposer la rédaction d’une « petite histoire de la géométrie discrete ». Aprés
quelques échanges téléphoniques, Jean-Marc accepte la proposition avec enthou-
siasme. Une année se passe néanmoins avant qu’il trouve le temps de mettre en
cuvre ce travail de rédaction, qu’il choisit de réaliser avec ’assistance d’Isabelle
Sivignon. Une premiére ébauche est produite en février 2023, et quelques requétes
de révisions lui sont transmises en mai. Jean-Marc est alors en voyage au Canada,
et a prévu de finaliser I'article a son retour de voyage, mi-juin. Il décéde le 17 juin,
en rentrant en France, nous laissant une version presque finale mais néanmoins in-
achevée de son texte. Isabelle a accepté de prendre en charge les derniers détails qui
restaient a ajuster sur ce texte. Elle a choisi d’altérer le moins possible la derniére
version de la main de Jean-Marc. Nous vous livrons ainsi, dans les pages qui suivent,
ce qui restera comme le dernier article de Jean-Marc. Un article qui, au dela de sa
valeur didactique, revét désormais pour nous tous une valeur mémorielle.

Historique et positionnement

La photographie et I’imagerie ont connu une révolution technologique entre les
années 70, avec I'invention du capteur CCD et les premieres images numériques, et
les années 90 avec les premiers appareils destinés au grand public. De part la multi-
tude d’appareils d’acquisition ou de supports maintenant disponibles pour le grand
public, depuis les écrans TV jusqu’aux smartphones, ces images sont désormais om-
niprésentes.

1. Laboratoire Gipsa-lab.
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Leur développement a suscité dans les années 70 et 80 1’essor de nombreux tra-
vaux de recherche en traitement des images, et plus largement en traitement de 1’in-
formation, du signal, des vidéos. Ces travaux avaient pour objectif de se munir d’ou-
tils pour modéliser, décrire, interpréter le contenu des images.

Il est alors apparu nécessaire de développer des outils géométriques adaptés a la
structure discrete de ces images composées de pixels. Cette géométrie, cousine de la
géométrie euclidienne, est appelée géométrie discrete, par opposition au continu, ou
encore géométrie digitale en référence au numérique. Les concepts et algorithmes
développés permettent alors d’analyser le contenu des images et vidéos ainsi que
d’aborder la reconnaissance de formes. Ce texte se veut étre un bref panorama de la
géométrie discrete, mais le lecteur intéressé peut se reporter a différents ouvrages en
francais ou en anglais pour aller plus loin [7, 19].

Une telle démarche est a rapprocher du lien entre traitement du signal analogique
et traitement du signal numérique. Par ailleurs, aux c6tés de la géométrie discrete il
faut également citer les travaux en géométrie algorithmique et morphologie mathé-
matique.

Un point de départ pour aborder la géométrie discrete concerne la notion de grille
ou de maillage décomposant 1’espace continu en pavés ou tesselles. A chaque pavé
on associe un élément représentatif appelé pixel en 2D ou voxel en 3D. Le pavage
est dit régulier au sens ou les pavés sont des polygones ou polyedres réguliers, ad-
jacents par sommets et dont les cotés forment un maillage également régulier. Cette
notion d’adjacence est associée au concept de réseau. Pour de plus amples détails sur
les pavages qu’ils soient réguliers, semi-réguliers voire non uniformes, le lecteur se
reportera a I’ouvrage « Tilings and Patterns » de Grunbaum [12]. Dans le cadre de
pavages réguliers, on obtient uniquement des pavés carrés, triangulaires ou hexago-
naux si on se restreint au plan. Pour 1’espace tri-dimensionnel on se limitera a des
pavés cubiques.

A partir d’un pavage, on peut obtenir une représentation duale sous forme d’un
maillage, en définissant un sommet pour chaque pavé et des arétes représentant 1’ad-
jacence entre pavés. Ainsi, a un pavage carré on associe un maillage carré, a un
pavage triangulaire on associe un maillage hexagonal et a un pavage hexagonal on
associe un maillage triangulaire (cf. figure 1).

La définition de concepts géométriques courants nécessite une attention particu-
liere sur ces supports discrétisés que sont les maillages réguliers en correspondance
avec Z? si on se rapporte au plan ou a Z> pour les surfaces ou volumes, d’ou le vo-
cable de « géométrie discrete ». Si le systeme d’adressage est aisé en maillage carré, il
n’en demeure pas moins concevable pour les maillages triangulaires ou hexagonaux
sur Z2. La définition de tels concepts doit prendre en compte la notion de compa-
tibilité avec la géométrie euclidienne. Plus précisément si le pas d’échantillonnage
(ou pas de discrétisation) de la maille tend vers 0, ’entité géométrie discrete doit
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FIGURE 1. Pavages réguliers et maillages associés par dualité.

se confondre a la limite avec I’entité géométrie euclidienne au sens d’une conver-
gence asymptotique. Ceci se retrouve également dans I’introduction de descripteurs
de type longueur, courbure, périmetre, mesures surfaciques ou volumiques. Le souci
est d’avoir une géométrie adaptée en termes de consistance avec la convergence
asymptotique précédemment citée. Cette notion de consistance sera évoquée avec
le théoréme de Jordan stipulant qu’une courbe fermée s’identifie a la frontiere d’un
objet séparant son intérieur de son extérieur.

Se limitant 2 manipuler des données entieres, de nombreux travaux en géométrie
ont bénéficié de développements en arithmétique enticre notamment les équations
diophantiennes a la source de la caractérisation d’une droite discrete ou d’un plan.
On citera également par la suite, les recherches sur la conception de distances dis-
crétes et de transformations affines. De méme si on s’intéresse a la manipulation de
formes, on est amené a transcrire du domaine continu au domaine discret les notions
de contours, d’intérieur, d’extérieur, de surface, de cavité pour ne citer qu’elles. Elles
font toutes référence a un support topologique avec la notion de voisinage, de che-
min consécutif, héritage de la connexité. Ceci est a rapprocher des travaux sur les
transformations topologiques de type amincissement, notion de base de la morpho-
logie mathématique. Parmi les opérateurs issus de la morphologie mathématique et
utilisés en géométrie discrete, on peut citer la somme de Minkowski entre X et B
(appelée dilatation de X par B) définie par X @B ={x+b |x € X,b € B}.

Ainsi la géométrie discrete, si elle développe des notions qui lui sont spécifiques,
n’en demeure pas moins en étroite relation avec I’arithmétique, la combinatoire, la
topologie et 1’analyse de formes.

Structures d’animation

Des la fin des années 80, la géométrie discrete est arrivée a un niveau de théo-
risation pour lequel une communauté s’est rassemblée avec un soutien du journal
Theoretical Computer Science grace a Maurice Nivat et la mise en place du colloque
DGCI (Digital Geometry for Computer Imagery) dont les actes paraissent dans les
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Lecture Notes in Computer Science chez Springer depuis 19962, Les éditions de ce
colloque alternent entre la France, les pays européens et le Canada. Au travers des
GDR Informatique mathématique (IM) et Informatique graphique, géométrie, réalité
virtuelle, visualisation (IG-RV), un groupe de travail commun s’est constitué (inti-
tulé GDMM) ainsi que la création en 2008 du comité technique TC18 relevant de
I’'TAPR (International Association for Patttern Recognition). Ce comité fédere éga-
lement la communauté des chercheurs en morphologie mathématique qui dispose
d’un colloque régulier sous le terme de ISMM (International Symposium on Mathe-
matical Morphology). A ce jour, DGCI et ISMM offrent un colloque conjoint intitulé
DGMM dont la premiere édition a eu lieu & Uppsala (Suede) en 2021 et la seconde
en 2022 a Strasbourg (France).

Sur le plan du développement algorithmique, la bibliotheque ouverte Dgtal [1]
rassemble un grand nombre d’algorithmes tout comme la bibliotheque CGal [29] en
géométrie algorithmique.

Fondements

Le processus de discrétisation consiste a créer une forme discrete a partir d’une
forme continue notée F délimitée par sa frontiere, validant la propriété de Jordan
c’est-a-dire avec un intérieur et un extérieur. Parmi les différents processus de discré-
tisation on retiendra celui affecté a Gauss consistant a retenir pour la forme discrete
les points de coordonnées entieres contenus dans F. Plusieurs questions viennent a
I’esprit : dans un espace discret comment naviguer, comment mesurer, comment ca-
ractériser les notions usuelles de la géométrie euclidienne ? Quelle relation établir
avec I’espace continu pour lequel on identifie les notions de topologie pour naviguer,
les notions de distance pour mesurer des longueurs, des notions d’objets ou formes
délimités par une frontiere ? L’intérét de ce processus de discrétisation porte sur la
propriété de convergence asymptotique. Par exemple, pour ne citer qu’elle, I’estima-
tion de la surface de I’objet discrétisé converge-t-elle vers celle de I’objet continu
lorsque le pas de discrétisation tend vers 0 ? Une illustration de cette problématique
d’estimateurs remonte au théoréeme de Pick des 1899 qui met en relation points inté-
rieurs et points frontieres pour calculer la surface d’un ensemble connexe de pixels
(cf. figure 2).

De maniere générale, étant donnée une courbe de Jordan, il est connu depuis
Gauss que compter le nombre de points contenus a I'intérieur de la courbe permet
d’obtenir facilement un estimateur convergent de 1’aire de la surface délimitée par
la courbe : quand la taille / de la grille diminue, le nombre de points intérieurs /
augmente et la valeur A/ tend vers I’aire de la surface délimitée par la courbe. Ce

2. Discrete Geometry for Computer Imagery, Collection Lecture Notes in Computer Science, Springer
Publisher, volumes 1176, 1347, 1568, 1953, 2301, 2886, 3429, 4245, 4992, 5810, 6607, 7749, 8668, 9647,
10502, 11414.
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FIGURE 3. Processus de discrétisation d’une forme et d’une courbe.

schéma de discrétisation de Gauss ne s’applique pas a toutes les formes notamment
celles non pourvues d’un intérieur dans 1’espace continu. C’est le cas des courbes
ou plus simplement des droites. On parle de discrétisation basée sur le maillage, qui
approxime la courbe analogique selon la regle : chaque fois que la courbe intersecte
une aréte du maillage on retient le pixel le plus proche de I’intersection. C’est une
facon de faire parmi d’autres (cf. figure 3).

On obtient ainsi un ensemble de points discrets. Cependant de nombreux travaux
ont porté sur la définition intrinseque de la droite discrete au sens ou celle-ci sera
un objet géométrique qui validera les propriétés caractéristiques de la droite eucli-
dienne (plus court chemin entre deux points, orthogonalité, parallélisme, intersec-
tion). Cependant, contrairement au calcul de I’aire, compter simplement le nombre
de points du discrétisé d’une courbe n’est pas un estimateur convergent de la lon-
gueur de la courbe. De maniere plus générale, il a été montré que tout estimateur
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basé sur une pondération de motifs de longueurs fixées n’est pas convergent asymp-
totiquement [28].

Topologie

Des I’instant ol ’image est représentée sur un support discret dont les coordon-
nées sont a valeurs entieres, on est confronté a la notion de consécutivité entre points
voisins. Compte tenu de I’'usage d’un pavage carré, chaque pixel est associé a un
pavé et on pergoit aisément la présence de pixels voisins par coté ou par sommet
du pavé. On parle des voisinages V; et V., composés respectivement de 4 et 8 pixels
voisins. Cette notion s’étend en dimension trois a des voisinages composés de 6, 18
et 26 voxels voisins (cf. figure 4).

FIGURE 4. Différents voisinage du cube central, 6-voisinage, 18-
voisinage et 26-voisinage.

La notion de voisinage, intrinsequement liée a la notion d’espace topologique,
permet de définir des chemins et des composantes connexes de pixels [5, 3, 20, 16].

On introduit la notion d’objet dans une image binaire comme un ensemble
connexe maximal de points a valeur 1. Les points a valeur O forment le fond.
Propageant la notion de voisinage de pixel en pixel on définit la notion de chemin
connecté (4-connecté ou 8-connecté dans le plan), de composante connexe, de
courbe et de courbe fermée. Le codage d’un chemin connecté est dii a Freeman en

1961 ou chaque code représente le déplacement d’un point au suivant (cf. figure 5).

Une fois ces notions définies, une premiere difficulté vise a transcrire la notion
analogique de courbe de Jordan qui permet de valider que tout chemin allant de
Iintérieur d’une composante connexe vers 1’extérieur de cette méme composante
doit intersecter la courbe par un point frontiere (par analogie avec le continu, ¢’est un
point dont le voisinage est composé d’une partie intérieure et d’une partie extérieure).
Pour cela, il est important de choisir des notions de voisinage distincts entre la courbe
et son complémentaire (cf. figure 6).

1024 — Bulletin de la Société informatique de France — numéro 22, novembre 2023


http://www.societe-informatique-de-france.fr/bulletin

00080080 GEOMETRIE DISCRETE 9

FIGURE 5. Codages de Freeman en 4 et 8 connexité suivis de co-
dages de courbes 4-connexe et 8-connexe.

FIGURE 6. Illustration du théoréme de Jordan discret : le complé-
mentaire de la courbe discrete 8-connexe (pixels noirs) est com-
posé de deux composantes 4-connexes (pixels orange).

Eléments géométriques : distances, droites et plans

De nombreux travaux ont porté sur I’introduction de la notion de distance. Si on
identifie par (Ip,Jp) les coordonnées du pixel P, la notion de consécutivité propre a
I’espace discret s’ associe aux métriques discretes d; et d.. définies par :

d\(P,Q) = |Ip—Ig| + [Jp — Jg

et
do(P.Q) = max(|Ip —Io],lJp — Jg)

Ces distances sont couramment dénommées dy et dg dans le plan discret et dg et dyg
dans I’espace en raison du nombre de points dans la boule unité [26]. Des travaux
ont bénéficié du fait que toute combinaison linéaire positive de distances est une
distance. Ceci a été exploité en alternant d; et d [21, 8]. On remarquera que la
boule euclidienne circulaire est incluse dans la boule carrée associée a la distance de
et contient la boule en forme de losange pour la distance d; (cf. figure 7).

Des travaux ont consisté a pondérer les déplacements horizontaux,verticaux et
diagonaux. Ainsi sont apparues les distances de chanfrein [4].
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FIGURE 7. Boules associées aux distances (a) di, (b) dw, (¢) chan-

frein pour le masque (3,4) et (d) chanfrein pour le masque
(5,7,11).

Ceci permet une meilleure approximation de la boule euclidienne (une boule de
rayon r étant I’ensemble des points & distance inférieure a r). Ainsi, le poids 3 est
proposé pour les directions horizontales ou verticales et le poids 4 pour les directions
diagonales ou antidiagonales. Cela revient a approcher les distances euclidiennes
exactes (1,v/2) par (1, %) Si on étend le voisinage, Borgefors propose le masque

(5,7,11) qui revient a approcher (1,v/2,/5) par (1, _%, %) La boule associée au
masque (3,4) est un octogone (cf. figure 7c) et la boule associée au masque (5,7,11)

est un dodécagone (cf. figure 7d).

La notion de droite en géométrie discrete a fait 1’objet de nombreux travaux re-
groupant des chercheurs de différentes disciplines (topologie, arithmétique, combi-
natoire). Une premiere caractérisation d’une droite discrete porte sur un ensemble de
propriétés locales. Elles sont liées a des considérations géométriques et utilisent le
code de Freeman introduit des 1974. Le principe de ce code est d’associer une valeur
a un déplacement : par exemple, la valeur O pour chaque déplacement horizontal et
la valeur 1 pour chaque déplacement diagonal (cf. figure 8). Ces propriétés stipulent
que si un chemin 8-connexe est un segment de droite discrete, alors son code vérifie
les propriétés suivantes :

— le code contient au plus deux valeurs différentes;

— ces deux valeurs different au plus d’une unité (modulo 8);

— une des deux valeurs apparait de maniere isolée et ses apparitions sont
uniformément espacées dans le codage du chemin 8-connexe.

Ces travaux ont été confortés avec I'introduction par Rosenfeld [25] de la pro-
priété de la corde. Un ensemble de pixels X vérifie la propriété de la corde si pour
tout couple de points P et Q de X et pour tout point m(x,y) du segment réel [PQ], il
existe un point M(i, j) de X tel que max(|i —x|,|j —y|) < 1. Des premiers travaux
aussi bien en 2D qu’en 3D sont apparus au début des années 80 [18, 10, 17].
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FIGURE 8. Segment de droite discrete de code de Freeman
100010010010001001, comportant des sections de longueur 1
pour le code de Freeman “1” et des sections de longueur / et [ + 1
(ici 2 et 3) pour le code de Freeman “0”.

C’est au début des années 90 que sont introduits des travaux d’une caractérisation
arithmétique de la droite discrete [24, 27], travaux issus de la communauté des arith-
méticiens dont I’objectif a été de rapprocher les définitions euclidienne et discrete
de la droite. Dans I’espace réel R?, une droite est constituée de I’ensemble de points
(x,y) vérifiant I’équation ax + by + ¢ = 0. Ne retenant que les points de coordonnées
entieres de cette droite on aboutit a la notion de droite discrete qui est alors définie par
I’équation diophantienne ax+ by + ¢ = 0 avec a, b, c éléments de Z et pged(a,b) = 1.
Cependant cette droite n’est pas définie pour toute abscisse x dans Z. Afin d’éviter
I’apparition de discontinuités on introduit un facteur d’épaississement w également
entier et on obtient la double inégalité diophantienne : 0 < ax+ by + ¢ < w (cf. fi-
gure 9).

Il est important de signaler que la seule notion de consécutivité n’est pas suffisante
pour satisfaire les propriétés d’une droite discrete. En effet, sans la notion d’épais-
seur, on se trouve face & des situations de droites sécantes sans point commun, de
droites paralleles mais avec sections communes (cf. figure 10).

Tout comme pour les droites, les plans doivent étre épais si on veut éviter des pro-
blemes de lancers de rayons sans intersection entre le rayon et le plan. Ceci rejoint
la propriété de Jordan : il faut choisir des connexités différentes pour la droite mo-
délisant le rayon et le plan ou plus généralement la surface qui sera traversée. C’est
selon cette approche de caractérisation arithmétique de la droite discrete qu’ont été
développés des algorithmes de reconnaissance de segments de droites discretes [9]
étendus au plan discret et aux surfaces avec par exemple la polyhédrisation de vo-
lumes [6].
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FIGURE 9. Droite discrete 0 < 3x + 7y < w avec différentes
valeurs de w (a = 3, b = 7) : (a) droite non-connexe pour
w < max(|a|,|b|), (b) droite 8-connexe dite naive pour w =
max(|al, |b|), (c) droite standard pour w = a+ b, (d) droite épaisse
pour w > a+b.

Approche combinatoire

L’approche combinatoire consiste a trouver des décompositions des droites ou
plans discrets en « briques » élémentaires. Elle a été introduite pour le codage. C’est
ainsi que si on reprend 1’exemple d’une droite discrete naive, elle sera formée de sec-
tions (une section est une suite maximale de directions identiques) associées a deux
directions consécutives, avec une des sections de longueur 1 et ’autre de longueur /
ou [+ 1. Par exemple, pour la droite de la figure 8, les sections de direction 0 sont de
longueur 3 ou 4 et les sections de direction 1 sont de longueur 1. Toute droite discrete
naive est ainsi formée de triplets issus d’un ensemble de trois formes possibles au
plus (cf. figure 11). Dans le cas d’une droite naive horizontale, on verra apparaitre le
seul triplet formé de pixels associés au code de Freeman 0.

Ceci s’étend au plan discret naif en définissant différentes familles de briques
élémentaires. Ce sont les bi-cubes (2 x 2 voxels), les tri-cubes (3 x 3 voxels) ou les
n X m cubes.

Un plan naif contient au plus 9 tricubes différents parmi un ensemble possible de
40 tri-cubes [11, 30] (cf. figure 12).
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FIGURE 10. Intersection de deux droites discretes. (a) 2 droites
naives avec un point unique; (b) intersection vide de 2 droites 8
naives non paralleles; (c) intersection non vide de 2 droites pa-
ralleles; (d) intersection sous forme d’un ensemble connexe de
pixels; (e) intersection sous forme d’ensemble non connexe de
pixels.

FIGURE 11. Configurations de triplets de pixels successifs pré-
sents dans la droite naive illustrée en figure 8.

Changements de représentation

La définition dans I’espace discret de transformations géométriques telles que
translation, rotation, homothétie n’est pas chose simple. Les travaux s’appuient sur
I’introduction de la notion d’application quasi-affine définie comme la partie entiére
d’une application affine rationnelle [14]. Une translation discrete d’un point discret
(x,y) élément de Z? de vecteur d’amplitude (u,v) élément de R?, peut s’écrire :

Ty s (6,) = (x+ [u+1/2],y+ [v+1/2])
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FIGURE 12. Portion du plan de vecteur normal (6, 13,27) avec sa
décomposition en tri-cubes.

Pour une droite discréte, on sera amené a translater point par point la droite discrete
initiale selon la formule ci-dessus. Des travaux ont également été consacrés au cas
de la rotation et de I’homothétie [15]. Aux cotés des transformations géométriques,
des travaux ont porté sur les transformations topologiques discretes dont 1’objectif
est de transformer un objet tout en préservant ses caractéristiques topologiques. Pour
cela on s’intéresse a la notion de point simple qui une fois supprimé ne modifie
pas la topologie au sens de la connexité de 1’objet. Si celle-ci se définit au sens
global de I’objet, les travaux ont abouti a une caractérisation locale des points simples
et ont favorisé le développement d’algorithmes efficaces pour les transformations
topologiques [2]. Le retrait successif des points simples aboutit a un amincissement
homotopique de I’objet initial (cf. figure 13).

Ceci est largement illustré par I’étude des représentations par axe médian et sque-
lette. ’axe médian d’une forme X est I’ensemble des pixels qui sont centres des
boules maximales incluses dans X (une boule est maximale s’il n’existe pas de boule
plus grande la contenant). A partir des pixels de 1’axe médian et de I’information
de rayon, on peut reconstruire la forme X comme une union de boules, méme si la
distance utilisée pour définir les boules est la distance de chanfrein [23]. On dit que
la transformation axe médian est réversible. Le squelette d’une forme X est quant
a lui 'ensemble des points qui disposent d’au moins deux points les plus proches
dans le complémentaire de X. Ces deux notions ont de nombreuses applications
en reconnaissance et description de formes et il existe des algorithmes aussi bien
en géométrie discrete qu’en géométrie algorithmique et morphologie mathématique
notamment en simplification et lissage de formes. Dans le domaine de la reconstruc-
tion tomographique, la transformée Mojette est une illustration de la transformation
de Radon analogique versus tomographie discrete [13]. L’ objectif est de reconstruire
une forme a partir de la connaissance d’un certain nombre de ses projections selon &
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FIGURE 13. (a) forme initiale avec ses points simples marqués
en blanc; (b) amincissement homotopique de 1’objet initial ; (c)
amincissement homotopique de 1’objet (d) ; amincissement homo-
topique ultime.

FIGURE 14. Reconstruction d’une forme représentée par les
points noirs a partir de trois projections.

directions rationnelles. Tout comme pour la transformée de Radon on utilise le prin-
cipe de rétroprojection en tenant compte de la contribution des différents pixels aux
valeurs de projection, notamment les pixels qui ne contribuent qu’a une seule valeur
de projection [22] (cf. figure 14).
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Conclusion

Si la manipulation de nombres entiers semble simple a priori, il n’en demeure
pas moins que la géométrie discrete nous amene a réfléchir sur la transcription de
nos connaissances en géométrie euclidienne. Au travers de ce survol d’exemples,
il en ressort que notre curiosité nous a amenés a fédérer une communauté puisant
ses ressources dans I’arithmétique, la topologie et la combinatoire afin de définir et
enrichir la géométrie discréte de maniere rigoureuse. Aux cotés des définitions et
des propriétés adaptées a la caractérisation et a la reconnaissance d’éléments de base
comme une droite, un plan, une surface, un volume, des algorithmes ont été élabo-
rés et rassemblés dans la bibliotheque DGtal ainsi qu’un ensemble d’articles parus
dans Lecture Notes in Computer Science chez Springer. En conclusion, la géométrie
discrete s’invite aux cotés de la géométrie algorithmique, la morphologie mathéma-
tique, la géométrie variationnelle et la géométrie algébrique pour le traitement des
images qu’elles soient 2D, 3D ou 4D.
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